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La clotoide o spirale di Cornu o spirale di Eulero ¢ una curva la
cui curvatura varia linearmente lungo la sua lunghezza, studiata per la

prima volta probabilmente da Johann Bernoulli intorno al 16961111 [ "ﬁ'
nome deriva da una delle mitiche Parche greche, Cloto (le altre due o pa— _.-!
sono Lachesi e Atropo), che avvolgeva 1l filo dell'esistenza di ogni - _,f’f i
persona attorno a due fusi: la curva ricorda infatti un filo avvolto tra = 00 —= —

due fusi rappresentati dai centri delle due spirali.[?!
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Formulazione

L'equazione di Cesaro della clotoide generalizzata ¢ espressa tipicamente nella formal®l
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dove [- ¢ la curvatura, s l'ascissa curvilinea, 71 € @@ sono una coppia di parametri. Per  — 1 siha la clotoide
usuale, detta monoparametrica, per 13 = ] siparla di iperclotoide, mentre per 1; < 1 diipoclotoide.

Parametrizzazione

La curvatura £, diuna curva ¢ con velocita unitaria ¢ pari alla derivata dell'angolo di rotazione

dd,(s)
Ka(s) = ds
dove langolo di rotazione determinato da g & Iunica funzione differenziabile §, : [a, b] — R tale che
al(t) ,
————— = (cos(f,(t)), sin(#, (1
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per una curva regolare ¢y(t) : [a, b] — R? confly € [0, 27] tale che

af(tp)

[lar(to)

per un valore ty € [a, b]fissato.

= (cos(fy), sin(fp))

[4]

Partendo dall equazione naturale della clotoide
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integrando si hat®!
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B(s) = —

da cui, per la definizione diangolo dirotazione
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Applicando il teorema fondamentale del calcolo ntegrale e un cambio di variabile per portare allesterno il

parametro a, Sitrova una parametrizzazione della clotoide generalizzata (al netto di possibili rototraslazioni) !

t 1 t yn
(=(), y(8)) = a™" (l o (n. + 1) e /o s (n + 1) du)-

Per 3 = 1 stha la clotoide usuale, la cui parametrizzazione ¢ espressa rispetto agli mtegrali di Fresnel:

lt), ®) = a [ cos(u) dus ["sin () )

Applicazione nell'ingegneria dei trasporti

Un arco di clotoide ¢ usato come un raccordo progressivo, inserito come elemento di transizione:

= tra un rettifilo ed il successivo arco di cerchio;

= tra 2 archidi cerchio I'uno interno all'altro, ma appartenenti a circonferenze non concentriche (clotoide di
continuita);

= tra 2 archidicerchio I'uno esterno all'altro (clotoide di flesso).

Nell'ingegneria ferroviaria, la clotoide ¢ utilizzata nel progetto di curve a raggio variabile, utili per evitare il brusco
passaggio da una curvatura nulla (rettifilo con raggio nfinito) ad una curvatura data (arco di cerchio con raggio
assegnato) e quindi l'insorgere di un contraccolpo che determina una variazione istantanea dell'accelerazione
centripeta, dannosa per 1 cerchioni a contatto con le rotaie e per il comfort dei passeggeri nei vagoni.



Nell'ingegneria stradale il problema non ¢ dovuto al contraccolpo, ma
a una dispersione delle traiettorie de1 veicoli che affrontano la curva.
La variazione istantanea di curvatura, infatti, in caso di curva senza
raggio diraccordo, dovrebbe essere affrontata con una sterzata
istantanea (e ¢i0 ¢ ovviamente impossibile, poiché per ogni
movimento ¢ indispensabile un certo tempo e noltre 1l conducente non
puo rendersi conto del tipo di geometria stradale che sta per
affrontare); gli ingegneri stradali quindi optano per traiettorie che non
determmnmno problemi di sicurezza stradale.

Esempio di transizione a raggio
variabile (in rosso) da un tratto
rettilineo (in blu) a un tratto a

N()te curvatura costante (in verde).

1. ~ Bernoully, pp. 1084-1086.

2. ™ (FR) Robert Ferréol e Jacques Mandonnet, Spirale de Cornu su mathcurve.com. (archiviato il 17 agosto 2015).

3. ~ Caddeo & Gray, p. 145.
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5. ~ab per semplicita si pongono a zero le costanti di integrazione, che in generale permettono di ruotare (nel
caso di fJ) o traslare (le due costanti integrando ¢y/) la curva. L'equazione di Cesaro dalla quale parte il calcolo &
infatti indipendente dalla posizione, essendo invariante per rototraslazioni della curva nel piano.
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